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163. Dielektrische Messungen an polaren Gemischen. 

Thermodynamische Theorie der Solvatation kugelformiger Ionen 
in binaren Losungsmittelgemischen 

von Hs. H. Giinthard und T. Gaumann. 
(1.  VII. 55.) 

3. Mitteilung '). 

1. Ein le i tung .  
Es sind bisher eine Reihe von Versuchen bekannt geworden, 

Aufschluss uber die Natur der Solvatationsschichten in der Um- 
gebung geladener Teilchen in gemischten Losungsmitteln zu erhalten. 
Die Solvatation in speziellen biniiren Gemischen behandelten z. 23. 
Butler2) und Xcatchard3) vom Standpunkt der Mischphasenthermo- 
dynamik aus. Auf die Solvatation von Ionen in wasserigen Losungen 
wurde dieselbe Methode schon oft angewandt 4). 

Eine Untersuchung dieser Erscheinungen mit den Hilfsmitteln 
der Deb ye-Hiickelschen Theorie der starken Elektrolyte ist unseres 
Wissens bisher nicht bekannt geworden. Diese Theorie beniitzt die 
Elektrostatik der Kontinua und den Boltxmanmchen e- Satz unter 
Voraussetzung spharischer Symmetrie des Potentialproblems f i i r  das 
Zentralion. Sie liisst sich auch als Minimelproblem fur die freie 
Energie formulieren. Man kann nun versuchen, eine analoge Theorie 
fur die Solvatation kugelformiger Ionen in biniiren Losungsmittel- 
gemischen aufzustellen und wir mochten im folgenden uber eine der- 
artige Untersuchung berichten. Anlass zu derselben boten die Er- 
gebnisse kurzlich veroffentlichter Arbeiten uber die dielektrischen In- 
kremente von Aminosauren in biniiren Losungsmitteln5). I n  den 
langerkettigen w-Aniinosauren ist der Ladungsabstand gross, so dass 
die Annahme gerkchtfertigt erscheint, das dipolare Ion bestehe aus 
zwei getrennten kugelformigen Ionen, auf welche die folgende Theorie 
der Solvatschicht anwendbar sei. Wir zeigten fruher5), dass sich das 
dielektrische Inkrement von AminosBuren in polaren biniiren Lo- 
sungsmitteln durch Annahme eines bestimmten Modells fur die 
Solvatschichten verstandlich machen lasst. 

2. Mitt.: Helv. 37, 971 (1954). 
z, J .  A .  8. Butler e t  al., Proc. Roy. Soc. A 129, 519 (1930), A 131, 382 (1931). 
3, G.Scatchard, J. chem. Phys. 9, 34 (1941). 
4, S. z. B. Schottky, Ulrich & Wagner, Thermodynamik, Dresden 1929. 
5 ,  5". Gaumann & Hs. H .  Giinthard, Helv. 36, 1736 (1953); 37, 971 (1954); 38, 380, 

Errata (1955). 
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Da sich die Theorie nur dann einfach und ohne Voraussetzungen 
uber die Struktur der Losungsmittelmolekeln gestalten lasst, wenn 
man fur das Losungsmittel eine ideale Mischung annimmt, ist die 
nachf olgende Untersuchung auf den Grenzfall unendlicher Ver- 
dunnung kugelformiger Ionen in einer idealen binaren Mischung von 
Molekeln beschrankt l). Zudem beschranken wir uns auf eine Unter- 
suchung der freien Energie des Losungsmittels im elektrostatischen 
Feld der Ionen; die Erweiterung auf die freie Energie der gesamten 
Phase stosst auf erhebliche mathematische Schwierigkeiten. 

Tabelle I. 
Verwendete Symbole. 

3 (i) elektrische Feldstarke 
d (;) elektrische Verschiebung 

Eo = xl0 + x2,, DK ohne Feld 
E = =  c1 x1 + E~ x, DK mit Feld 

U elektrostatische Feldenergie 
xl0, xz0 
xl, x, 
F freie Energie des Systems 
F cheinisches Potential des Systems 
plo ,  pz0 chemisches Potential der I., bzw. 2. Komponente, im Grundzustand 
vl, vz Molvolumen der I., bzw. 2. Komponente 
e Dichte des Systems 
R Gaskonstante 
T absolute Temperatur 
I ,  x ,  til, p, Multiplikatoren 
y = E ( A 4 2  e RT)”’ 
M = 

E, DK der ersten, bezw. zweiten Komponente 

A & =  E ~ - E ~ > O  

Anfangskonzentrationen der l., bzw. 2. Komponents ohne Feld 
Konzentrationen der l., bzw. 2 .  Komponenten mit Feld, Molenbriiche 

(Ello- PZO+ PI-  P 2 ) P  

2. Theore t i s che  Behandlung.  
21. Vorausse tzungen .  Als Model1 betrachten wir einen kon- 

zentrischen Kugelkondensator, dessen innere Kugel vom zentralen 
unpolarisierbaren Ion gebildet wird ; die &ussere Kugelschale mit dem 
Radius ra dient als Hilfsmittel fur die bequeme Formulierung der 
Gleichungen. I m  Laufe der Reehnung wird der Grenzfall ra -+ 00 

untersucht. Als Dielektrikum wiihlen wir ein binares Losungsmittel j 
fur dessen Dielektrizitatskonstante (DK) als Funktion der Molen- 
bruche gelte die lineare Beziehung2) : 

E = E1x1(r)+E2x,(r). (1) 
Fiir dessen Molvolumen v = vlxl + v2x2 machen wir die Annahme 

(2) v1 = vl0 = v2 = vzo = konstant 9. 
1 )  Betr. die zahlreichen Voraussetzungen siehe Abschnitt 21. 
2, Richtigerweise miisste man die Additivitat fur die Polarisation definieren. Fur  

stark polare Fliissigkeiten ist die DK aber in erster Naherung proportional der Polarisation 
(vgl. z. B. die Theorie von Onsager), so dass obiger Ansatz gerechtfertigt erscheint. 

3, Es ware einfach, diese Annahme durch die allgemeinere v1 = vl0 + v2 = vao zu 
ersetzen, falls die freie Enthalpie minimalisiert wiirde. 
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Fur die molare freie Energie wird der Ausdruck f i i r  eine ideale 
Mischung 

p = x1 (plo + RT In xl) + x2 (pzo + RT In x2) (3) 

gewahlt. Daruber hinausgehend nehmen wir an, dass die Gleichungen 
(1) - ( 3 )  unabhangig von der Feldstarke gelten. Schliesslich verwenden 
wir f i i r  die Dichte der elektrostatischen Feldenergie die Relation : 

u = E E2/2 (4) 

Da die Ansgtze (1)-(3) elektrische Wirkungen auf die DK und 
die partiellen Molvolumina (Elektrostriktion) ausschliessen, gelten sie 
demzufolge nur fur kleine Feldstarken. Ferner ist (4) eine Gleichung 
der Kontinuumstheorie, und es ist fraglich, ob dieser Ansatz in der 
Nahe der Ionenoberflache noch einen Sinn hat. 

22. Minimal i s ie rung  d e r  f r e i e n  Energ ie l ) .  Die freie 
Energie F des Kugelkondensators ist bei festgehaltener Ladung 
gegeben durch 

F = ~ [ ~ ~ ~ Z / 2 + ~ ( x ~ ( ~ l o + R T l n x , ) + x , ( ~ ~ ~ o + R T  In x, ) ) ]d~.  (1) 
Volumen 

Das Gleichgewicht wird sich so einstellen, dass ein Minimum der 
freien Energie erreicht wird. Das Problem liisst sich daher mathe- 
matisch durch die Minimalisierung des Integrals (1) losen, wobei die 
folgenden Bedingungen gelten : 

1. Zwangsbedingung fur das Innere des Kugelkondensators 
rl < r < r2. Aus elektrostatischen Griinden muss gelten: 

+ + 
div D = div (c E) = 0. 

Aus der Definition der Molenbruche folgt : 
xl+ x2- 1 = 0. (3) 

Aus Griinden der Massenerhaltung der einzelnen Komponenten be- 
stehen die folgenden Bedingungen : 

4 J k  d7 = e x 1 0 p  (4) ; p/xzdr = ex2,,/dr 2 ) .  ( 5 )  

2. Daneben mussen noch die folgenden Randbedingungen, die 
durch konstante Ladung auf dem Kondensator vorgegeben sind, 
erfiillt werden : 

$E(gd<)-e = 0 (6) ; 4 E(gd<)-e = 0 .  (7) 
Oberflaohe 1 Oberfllche 2 

23. T r a n s f o r m a t i o n  des  Problems.  Die Transformation des 
Problems in iiquivalente Gestalt zur direkten Berucksichtigung der 

1) Siehe z. B. R. Courant & D. Hilbert, Methoden der mathemat. Physik, Bd. 1, 
S. 227, Berlin 1931. 

2 )  Von den Beziehungen (4) und (5) ist infolge der Bediugung (3) eine der beiden 
Gleichungen iiberzlhlig. Um die Symmetrie der Rechnung in bezug auf die beiden Kom- 
ponenten zu wahren, wurde darauf verzichtet, eine Variable zu eliminieren. 
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Zwangsbedingung ist moglich durch Einfuhrung der folgenden 
Lagrange’schen Multiplikatoren : 

Elektrostatik (2) 
Gewichtsbruche (3) 

Bedingung M u l t i p l i k a t o r  
1 = 2 (x, y, z) 
x = x (x, y, 2) 

Massenerhaltung 4,5) p,p2 = Konstante 

Die Berucksichtigung der Randbedingungen mit Hilfe zweier 
weiterer Multiplikatoren ergibt, wie die Rechnung zeigt, keine merk- 
liche Vereinfachung. Der Integrand des entstehenden Bquivalenten 
Variations-Problems nimmt dann die Gestalt an : 

F* = (clxl+ E ~ x ~ )  E2/2 + e (xl (plo+ RT In xl) + x2( pz0+ RT In xz)) + 
+ 1 div ((clxl + ~ ~ 4 ~ @  + x (xl+ xz - 1) + rule xl+ p2 e x2. (8) 

Jede Extremale des freien Problems (d. h. ohne Volumen- 
zwangsbedingungen) 

J = rF*dz 
J 

VOl. 

muss eine Losung der fiinf EuZerschen Variationsgleichungen sein : 
(9) 

Die Kugelsymmetrie des Systems erlaubt eine Vereinfaehung 
durch Einfuhrung der spharischen Koordinaten r, 6,  p. Bei der 
Koordinatentransformation transformieren sich die EuZerschen Glei- 
chungen kovariant gemass2) : 

[Flu = 1 ( 8 ( ~ , ~ , ~ ) / 6 ( r , 8 , ~ ) ) . @  ( ~ , r , 8 , d I u  = 0. (10) 
24. Die Berechnung der  Losung. Bei der Einfuhrung der 

Kugelkoordinaten wird aus der Funktion F* die Funktion @* = 

@*(r, 6, p, E, xl, x2). Infolge der Symmetric des Problems kann 
sofort uber die Kugelkoordinaten integriert werden, so dass nur noch 
drei EuZersche Gleichungen ubrig bleiben. Sic ergeben die folgenden 

- *  [F IEx = - [F*] = - [F*] = - [F*] = - [F*] = 0 ‘) . 
EY EZ X1 & 

Beziehungen : - 
-[@*r2IE =-E+il’= 03)4), (11) 

-[@*r2Ix1 = e(p10+,ul+RT+RTlnxl)+x-~lE2/2 = 0 ,  (12) 

-[@*r2Ixz = e(p20+p2+RT+RTlnx2)+x-~2E2/2  = O .  (13) 
Zur Ableitung yon (12) und (13) wurde neben den EuZerschen 

Gleichungen noch (11) verwendet. Die Elimination der Multipli- 
katoren aus (12) und (13) sowie die Einfuhrung der Abkurzungen 

el - e2 = A E > 0 Voraussetzung! 

y = E(A.42 e RT)l’a (14); M = ( P l o - ~ z o + P l - P 2 ) / R T  
fiihrt zu der Beziehung 

x1 = l / ( l+ eM-Y*), (15) 

l) Mit Ex, E,, E, werden die kartesischen Komponenten der Feldstarke bezeichnet. 
2, Courant & Hilbert, loc. cit. S. 194. 
3, Mit einem Strich ‘ werden die Ableitungen nach r bezeichnet. 
4, Es ergibt sich also derselbe Zusammenhang zwischen E und L wie fur den Fall 

der festen Dielektrizitatskonstanten. 
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die den Zusammenhang zwischen dem Molenbruch der ersten Kom- 
ponente und der Feldstarke (in y) ergibt. Unter Benutzung der 
Gleiehung (15) erhalt man fur die Feldstarke die folgende Differential- 
gleichung : 

y'+ 2 y/r+ 2 y'y2/(1 + e - M  + y 4 +  ( ~ ~ / d e )  (1 + e ~ + Y') (1 + e'- y')) = 0. (16) 
Die beiden ersten Glieder der linken Seite von (16) sind die 

Potentialgleichung fur den Fall einer festen Dielektrizitatskon- 
stanten, das dritte, nicht lineare Glied, reprasentiert die Storung 
hervorgerufen durch die Inhomogenitat des Dielektrikums. Unter Zu- 
hilfenahme der Transformation 

und einigem Umformen fuhrt die Differentialgleichung (16) auf die 
folgende Integration : 

die mit der Integrationskonstante C das allgemeine Integral 
(18) 

liefert. Zur Bestimmung der Integrationskonstante C und des Multi- 
plikators M = M ( pl, pz )  kann die Gleichung (4) benutzt werden: 

- M + y z  z = e  

/d lny+/ (dz / ( l+z ) (z+e2(1+z) /de ) )  =-2/d lnr ,  (17) 

C/r2= ~ ( e ~ / d ~ + ( e - ~ + Y * / ( l + e - ~ + ~ ~ ) )  = y (e2/ds+x1) 

rl Y2 

S ( ~ 1 - ~ i o ) r ~ d r = S ( ~ 1 - ~ 1 0 ) r ~  (dr/dy) dy = C . J  ( M , y 1 , ~ 2 , ~ 1 0 ) ,  (4a) 

wobei das Integral J scheinbar auf elementare Funktionen zuruck- 
zufuhren ist. Durch Einsetzen ist jedoch leicht ersichtlich, dass (19) 
nicht allgemein in geschlossener Form integrierbar ist. Fur den Fall 
grosser r2 lasst sich jedoch eine Bestimmung von M (p l ,  p2) auf die 
folgende Weise vornehmen: es ist allgemein 

rl Y1 

Dies gilt insbesondere auch f i i r  die limes-Bildung : 

Da ausserdem gilt, dass fur 

lim G = lim (xl(r)r2/xlorZ) = xl(m)/xlo = 1. (20) 
r, + 00 

r + m  y+O, 

so erhalt man im Grenzfall r2 + 00 aus GI. (15) 
e - = XlO/X20 7 (21) 

wodurch M1) bestimmbar wird. Fur den Verlauf von x1 erhalt man 
in diesem speziellen Fall 

x1 = xloe~z/(x,o+ xloeye). (154 
Die Integrationskonstante C kann aus der Randbedingung (6) er- 

mittelt werden, indem fur Kugelsymmetrie (6)  zunachst die Gestalt 
(&lxl(~l)+&2X2(rl))E(~l)-e/(4 7 4 )  = 0 (6a) 

l) Die Multiplikatoren pl und p2 erweisen sich somit als thermodynamische Poten- 
tiale und sind durch die Verteilung im feldfreien Zustand bestimmt. 
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annimmt. Die Integration kann nicht direkt durchgefiihrt werden, 
hingegen konnen die Gleichungen (6  a) und (18) auf die gleiche Form 
gebracht werden, so dass sich durch Vergleich fur C zeigt : 

C = e/(4 ?c (de 2 e RT)ltZ). (22) 
Fiir den Fall r2>  rl haben daher die endgultigen Gleichungen 

die folgende Form: 
x1 = l/(l+ (xzo/xlo) e-EzdE/2eRT’ / ?  (15b) e/(4ndsr2) = E(e,/de+x,(E)). (Ma) 

Die Reihenumkehr.  Die Gleichungen (15b) und (18a) geben 
den Abstand r und die Konzentration x1 der ersten Komponente als 
Funktion der Feldstarke. Es ist auch von Interesse, E und x1 als 
Funktion von r zu haben. Die Umkehr der Gleichung (18a) ist nicht 
geschlossen moglich. Durch Reihenentwicklung der e-Funktion liisst 
sich eine Funktion herstellen, aus der durch Reihenumkehr glied- 
weise eine Potenzreihe f i i r  r berechnet werden kann. Wir verzichten 
damit auf eine Losung in geschlossener Form; wie aber Gleichung ( 2 3 )  
zeigt, konvergiert die Reihe rasch : 

03 

E = (e/4 n eor2). [I + ~ ~ , , x ~ , ( d e / ~ ~ ) - ~ ( f k / k ! )  ( -  l)k.(e/4 n e0r2) (d@ @ RT)1’2]2 k. (23) 

Die Koeffizienten f k  sind abhangig von den vorgegebenen Kon- 
zentrationen xl,, und xzo, von der Dielektrizitatskonstante E,, und der 
Differenz der beiden Dielektrizitatskonstanten, A s  = el - eZ. Es 
konnte keine allgemeine Form fur sie gefunden werden. Die ersten 
drei Glieder besitzen die folgenden Koeffizienten : 

k - l  

fl = 1, 
fz = x10- xzo - 6 XlOXZO (~&/%l) 9 

fa = (1-xioxm (Ae/&o))’-2 xi0 (3-4  xzo (4’4 (1-6 xzo)). 
1 (24) 

Durch Einsetzen der Gleichung ( 2 3 )  in (15b) lasst sich x1 als 
Potenzreihe von r darstellen : 

m 

xl = Xlo+XloXzo.~(gk/k!) [(e/4n&,r2) (442  @ RT)1t2]2k. (25) 
k = l  

Die ersten drei Koeffizienten der Reihenentwicklung sind : 

I 
I 

g, = 1, 
gz = xzo-xlo-4 XlOXZO (d&/&o), 
g3 = 1 - 6 %of 18 XlOX20 (d&/&O) (x10- xzo) - 30 (x1oxzo ( ~ & / % ) ) 2 *  

Damit ist das Problem fur einen Kugelkondensator 
endlich grossem a,usserem Radius gelost, indem Gleichung 
Feldstarke und (25) die Konzentration als Funktion des 
vektors angeben. 

3. Diskussion. 

(26) 

mit un- 
( 2 3 )  die 
Radius- 

Wir haben im folgenden ein Beispiel durchgerechnet, wie es dem 
Gemisch Wasser-Dioxan entsprechen konnte. Der Einfachheit halber 
wurde angenommen, dass beide Losungsmittelpartner dasselbe Mol- 
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Tolumen, v1 = v2 = 20 cm3/Mol, besitzen. Die berechneten Wertc! 
sind in Fig. 1 und Tab. 2 zusamniengestellt. 

Fig. 1. 
Die auswahlende Sohatation als Funktion des Abstands. 

Tabelle 2. 
Anderung der DK a19 Funktion des Abstands. 

1,05 62,1 
1,02 60,l 1,07 
1 , O l  59,5 
1,OO 59,2 1 , O l  

1,OO 59,O 1,OO 

42,8 

40,5 

40,O 

Wie zu erwarten war, steigt die Dielektrizitatskonstante in der 
Nahe des zentralen Ions stark an und zwar ist dieser Effekt grosser, 
je niedriger die DK ist. Wir haben eine Reihe von Voraussetzungen 
gemacht, welche insbesondere im Bereich niedriger Dielektrizitkts- 
konstanten nicht mehr gultig sind (z. B. die Linearitat zwischen 
Molenbruch und Dielektrizitktskonstanten). Daher konnen wir nicht 
erwarten, dass die vorstehende Theorie die Resultate quantitativ 
richtig wiedergibt. Um unsere fruheren Messresultate (siehe 2. Mitt.) 
richtig wiedergeben zu konnen, bediirfen wir eines Solvatisierungs- 
effektes, der urn mindestens eine Grossenordnung grosser ist als der 
hier berechnete. Wir glauben daher, aus unserer Rechnung schliessen 
zu durfen, dass die in der 2. Mitt. dieser Reihe vorgeschlagene aus- 
wiihlende Solvatation nicht nur auf Grund elektrostatischer Feld- 
wirkung zustande kommt, sondern dass SBttigungseffekte in der 
Nahe der Ladungstrager und evtl. sterischen Effekten oder Wasser- 
stoffbrucken den berechneten Effekt wesentlich vergrossern. Im 
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Gemisch Wasser-Alkohol hat der Alkohol ebenfalls die Moglichkeit, 
an einer komplizierteren Plussigkeitsstruktur, die beispielsweise durch 
Wasserstoffbrucken fixiert wird, teilzunehmen, im Gegensatz zu 
Dioxan im Gemisch Dioxan- Wasser. Daher sind die beobachteten 
Effekte im ersteren Gemisch weniger ausgepriigt als im letzteren 
(vgl. Fig. 2 und 3 der 2 .  Mitt.). 

Wir danken dem Schweiz. Nationalfonds fur die Unterstutzung dieser Arbeit. 

Z usammenf a s sung. 
’ Es wird mit Hilfe der Elektrostatik der Kontinua und einer 

Reihe von vereinfachenden Voraussetzungen ein Ausdruck fur die 
freie Energie eines biniiren Losungsmittelgemisches, das unipolare 
Ionen enthiilt, aufgestellt. Die Losung, die mittels Variationsrechnung 
und eines Grenzuberganges f i i r  unendliche Verdunnung gefunden 
wird, zeigt, dass in der Umgebung des Ions die Losungsmittelkom- 
ponente mit der grosseren dielektrischen Suszeptibilitiit angereichert 
wird. Der berechnete Feldeffekt in Wasser-Dioxan ist um ca. eine 
Grossenordnung zu klein, um die fruher beobachteten Resultate xu 
erklaren. Daher kann auf eine Mithilfe sterischer Effekte bei der 
auswiihlenden Solvatation geschlossen werden. 

/I’ 

Organ.-chem. Laboratorium 
der Eidg. Techn. Hochschule, Zurich. 

164. Carotinoidsynthesen XVIII). 
Synthese des 2,2‘-DimethyI-/?-carotins 
von C. H. Eugster, A. H. Trivedi und P. Karrer. 

(2. VII. 55.) 

Es schien uns von Interesse festxustellen, wie sich die Ein- 
fuhrung von Methylgruppen in die Molekel des j3-Carotins auf die 
biologische Wirkung der Verbindung auswirkt. Daher haben wir das 
2,2‘-Dimethyl-p-carotin (VI) hergestellt. Als Ausgangsmaterial diente 
j3-Iron. Der iibrige Weg der Synthese entspricht demjenigen, den wir 
s. 8. zur kiinstlichen Darstellung des j3-Carotins benutztena), d. h. 
er fuhrte uber das 1-[l’, l’, 2’, 5’-Tetramethyl-~.-hexen-( 5’)-yl-(6’)]- 
3-rnethyl-hexen-(l)-inn-(5)-ol-(3) (I), das l,lS-Di-[l’, l’, 2’, 5’-Tetra- 
methyl-c.-hexen-( 5‘)-yl-( 6’)]-3,7,12,16-tetramethyl-octadecatrien-( 1, 
9,17)-diin-(5,13)-tetraol-3,7,12,16 (IV) und das l,lS-Di-[l’,1’,2’, 5‘- 
Tetramethyl- c. - hexen- (5’) - yl- (6‘)l- 3,7 , 12  , 16- tetramethyl- octadeca- 

l) XVI. Mitteilung H .  H .  v. Ziegler, C. H .  Eugster & P. Karrer, Helv. 38, 613 (1955). 
2, P. Karrer & C. H.  Eugster, Helv. 33, 1172 (1950). 




